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 The highly condensed mathematical messages are those interpreted by many mathematical data. In this 
article, examples of analysis of both simple and complex mathematical messages along with related analysis of 
mathematical messages in oral communication are shown. 
 




ประชุมวิชาการ The workshop and Intensive Lecture for 
Young Mathematics Educators in Thailand 2005  ซึ่งจัด
ขึ้นโดยศูนยวิจัยคณิตศาสตรศึกษา คณะศึกษาศาสตร มหา-
วิทยาลัยขอนแกน เดือนพฤศจิกายน 2548 ในหัวขอเรื่อง 
"Mathematical Communication" บรรยายโดย Dr. Hideyo 
Emori ซึ่งเปนผูเชี่ยวชาญทางดานการส่ือสารทางคณิตศาสตร









 ในทศวรรษที่ 70 และ 80 มีการจัดกิจกรรมการเรียน
การสอนตามแนวคิดของกลุมการสรางความรูดวยตนเอง























หนึ่งในฐานะท่ีตองมีกิจกรรมเกี่ยวของกับฟง พูด อาน และ
เขียน ซึ่งทักษะเหลานี้เปนทักษะท่ีมีความสําคัญอยางมาก
ในการเรียนวิชาคณิตศาสตร (Pugalee, 2004) 
 สเคมป (Skemp, 1982) กลาววา การส่ือสารประกอบ-

















ศาสตรตอไปนี้ คือ “572”   
 ท่ีระดับ S เปนการมอง “572” เปนเพียงแคตัวเลข 3 
ตัวท่ีเรียงกันอยางงาย  
 ท่ีระดับ D เปนการมองลึกกวาระดับ S กลาวคือ  
 (1) มีจํานวน 3 จํานวน คือ  5   7  2 
 (2)  สิบยกกําลังมี 3 จํานวน คือ 102  101  100 
 (3)  ดําเนินการดวยการคูณดวยตําแหนงของตัวเลข 
ท่ีคาประจําตําแหนงเดียวกัน โดยเรียงลําดับจากซายไปขวา
จะไดวา 5  102  7  101  2  100 
 (4)  นําจํานวนท้ังสามในขอ (3) มาบวกกันจะได  











ความซับซอน เชน  
 “จงแกอสมการ loga(2x – 4)2 > 2loga(x + 1) โดย





ลอการิทึมซึ่งทําใหไดนิพจนใหมดังนี้ loga(2x – 4)2 > loga(x + 1)2 
วารสารหนวยวิจัยวิทยาศาสตร เทคโนโลยี และส่ิงแวดลอมเพ่ือการเรียนรู ปท่ี 3 ฉบับท่ี 2 (2555) 
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โดยที่ (2x – 4)2 > 0, (x + 1) > 0 ทําใหไดวา x  2  และ x > –1  
นอกจากนี้จะตองรูจักสมบัติของลอการิทึมท่ีวา  
          ถา a > 1 และ loga A > logaB แลว A > B  
          ถา a < 1 และ loga A > logaB แลว A < B  
 นอกจากนี้หลังจากการแปลงนิพจน 2loga (x+1) 
เปนนิพจน  loga (x+1)2 เมื่อพิจารณาอยางรอบคอบ จะพบวา 
นิพจน 2loga (x+1) ไมเทากับนิพจน loga (x+1)2 เนื่องจาก
นิพจน 2loga (x+1) มีเง่ือนสําคัญคือ x > –1 แตนิพจน loga 
(x+1)2 มีเง่ือนสําคัญคือ x  –1 
 จากที่กลาวมาขางตน สามารถเขียนขอความทาง
คณิตศาสตรในรูปของอสมการดังกลาวได 2 อสมการโดย
แบงเปน 2 กรณีดังนี้ 
      (2x–4)2 > (x+1)2    
กรณีท่ี a > 1 แลว     (2x–4)2 > 0   
      (x+1) > 0   
            (2x–4)2 > (x+1)2    
กรณีท่ี 0 < a < 1 แลว     (2x–4)2 < 0  
           (x+1) < 0 
และจากขอความ (2) สามารถเขียนขอความทางคณิตศาสตร
ในรูปของคําตอบไดเปน 
ถา a > 1 แลว  –1 < x < 1 และ x > 5 
ถา 0 < a < 1 แลว 1 < x < 2 และ 2 < x < 5 
 จากการเปรียบเทียบขอความทางคณิตศาสตรท้ัง
สามขอความขางตน ไดแก ขอความ (1), (2) และ (3) สรุปไดวา
ขอความ (1) สามารถตีความหมายออกมาเปนขอมูลทางคณิต-
ศาสตรมากกวาขอความ (2) และขอความ (3) และขอความ (1) 
เปนขอความทางคณิตศาสตรท่ีส้ันกวา (2) และขอความ (3) 
ขณะเดียวกันขอความ (1) ยังเปนการรวมขอมูลทางคณิตศาสตร
ของขอความ (2) และขอความ (3) ไวดวยกัน ในลักษณะน้ีกลาว
ไดวาขอความ (1) เปนขอความทางคณิตศาสตรท่ีมีความกระชับสูง  








 พิจารณาสถานการณของการสนทนากันของครู 3 คน 
คือ ครู A ครู B และครู C ซึ่งสนทนากันเกี่ยวกับเรื่องการออก
ขอสอบดังนี้  
 A :  คุณคิดอยางไรกับโจทยปญหาขอตอไปนี้ท่ีจะ
นํามาใชเปนขอสอบ 
 “จงพิสูจนอสมการน้ี a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0”  
 B : ปญหาขอนี้เราเพียงแคพิสูจนโดยเขียนใหอยูใน
รูปผลรวมของกําลังสองสมบูรณใชหรือไม? มันงายเกินไป
มั้ง ฉันเสนอใหนักเรียนพิสูจนวาสมการ 3 สมการท่ีกําหนด 
ให คือ ax2 + 2bx + c = 0, bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 
2ax + b = 0 เมื่อ c,b,a เปนจํานวนจริง ตองมีอยางนอย 1 
สมการท่ีมีคําตอบเปนจํานวนจริง ซึ่งฉันคิดวานาจะดีกวา     
 C : ใชแคคุณหาตัวกําหนด (discriminants) ออกมา
แลวนําตัวกําหนดมาบวกกันใชหรือเปลา? 




 ขอความ A1 :  คุณคิดอยางไรกับโจทยปญหาขอ
ตอไปนี้ท่ีจะนํามาใชเปนขอสอบ 
 “จงพิสูจนอสมการนี ้a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0”    
 จากขอความ A1 ครู A คาดหวังวา ครู B และครู 
C ยังคงจําเอกลักษณทางพีชคณิตท่ีวา นี้ 2[a2 + b2 + c2 – 
ab – bc – ca] = (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 ได และจาก
เอกลักษณนี้ครู A หวังวา จะทําใหครู B และครู C เขาใจ
โครงสรางของโจทยปญหาขอนี้ 
 ขอความ B1 : โจทยปญหาขอนี้เราเพียงแคพิสูจน
โดยเขียนใหอยูในรูปผลรวมของกําลังสองสมบูรณใชหรือไม? 
มันงายเกินไปมั้ง   
 จากขอความ B1 ครู B บอกวาโจทยปญหาท่ีครู A 
เสนอขึ้นมานั้นงาย  
 ขอความ B2 : ฉันเสนอวา ลองใหนักเรียนพิสูจน
วาสมการ 3 สมการท่ีกําหนดให คือ ax2 + 2bx + c = 0, 
bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 2ax + b = 0 เมื่อ a, b, c  
เปนจํานวนจริง ตองมีอยางนอย 1 สมการท่ีมีคําตอบเปนจํานวน
จริง ซึ่งฉันคิดวานาจะดีกวา 
………..(2) 
  ……..(3) 
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 จากขอความ B2 ตอนแรกทราบโดยงายวาครู B 
แนะนําโจทยปญหาใหม แตเปนการยากท่ีจะรูวาทําไมครู B 
แนะนําโจทยปญหานั้น และยังสงสัยอยูวาครู B คาดหวังอะไร
เปนพิเศษกับครู A และครู C 
 ขอความ C : ใชแคคุณหาตัวกําหนดออกมาแลวนาํ 
ตัวกําหนดมาบวกกันใชหรือเปลา? 
 จากบทสนทนาท่ีกลาวมาจะพบวาขอความท่ีครู B 
พูดเปนการใหขอมูลยอนกลับ (feedback) ไปท่ีครู A และขอ-
ความท่ีครู C พูดเปนการใหขอมูลยอนกลับไปท่ีครู B ขอความ
ท้ังหลายเหลานี้ไดถูกเชื่อมตอกันเปนลูกโซ (chains) เพราะ 
ฉะนั้นขอความท่ีครู C พูดจะมีผลตอครู A ซึ่งลักษณะดังกลาว
นี้แสดงใหเห็นถึงการเชื่อมตอกันเปนลูกโซของการใหขอมูล
ยอนกลับซึ่งเราเรียกวา “ขอมูลยอนกลับแบบลูกโซ (chain 
feedback)” ดังภาพที่ 1  
 ภาพท่ี 1 ขอมูลยอนกลับแบบลูกโซ 
 
 ขอความ A2 : ผลรวมของตัวกําหนด ????? 
 จากขอความ A2 จากท่ีครู A ไดรับขอมูลจากท่ีครู 
C พูด ลักษณะดังกลาวนี้ถือวาเปนขอมูลยอนกลับแบบ
ลูกโซและครู A ไดนําคําพูดท่ีครู C ไดบอกเปนนัยมาใชแก






ยอนกลับไปท่ีขอความท่ีครู C  พูดวา “ผลรวมของ
ตัวกําหนด ????? ” ก็เปนคําสําคัญคําหนึ่งท่ีจะใชเปนแนวทาง
ในการแกโจทยปญหา และในขณะเดียวกันคําสําคัญท่ีครู C 
พูดขึ้นเปนการใหขอมูลยอนกลับมาท่ีครู B ดวย และเมื่อครู 
B ไดรับขอมูลจากท่ีครู C พูดทําใหครู B ทราบทันทีวาครู C 
เขาใจเจตนาของครู B  โดยมุงไปท่ีคําสําคัญดังกลาว ในท่ีนี้จะ
คํานวณหาตัวกําหนดของสมการ 3 สมการ คือ ax2 + 2bx 
+ c = 0, bx2 + 2cx + a = 0 และ cx2 + 2ax + b = 0 และถา
รวมตัวกําหนดของแตละสมการ แลวหารดวย 4 จะได (b2 – ac) 
+ (c2 – ab) + (a2 – bc) ซึ่งเทากับนิพจนทางดานซายมือ
ของอสมการ a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca  0 จากเอกลักษณ
ทางพีชคณิตท่ีวา a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca = 21 [(a – b)2 
+ (b – c)2 + (c – a)2] และจากความรูท่ีวา ตัวกําหนดเปน
จํานวนลบไมไดทําใหไดวามีอยางนอย 1 สมการใน 3 สมการ
ดังกลาวจะตองมีคําตอบท่ีเปนจํานวนจริง 
 จากบทสนทนาขางตนครู B ยังขาดความชัดเจนใน
โจทยปญหาท่ีเขาไดเสนอ แตครู C เองเขาใจวาทําไมครู B ถึง
เสนอโจทยปญหานั้น และครู C ยังสามารถสรางความสัมพันธ
ทางคณิตศาสตรระหวางโจทยปญหาของครู A และโจทยปญหา
ของครู B ท่ีเสนอ และเมื่อครู B ไดยินขอเสนอของครู C ทําให
ครู B เขาใจทันที ซึ่งจริงๆ แลวครู C เขาใจวาครู B ตองการ
ส่ืออะไร กลาวอีกนัยหนึ่งก็คือวาครู A ไมเขาใจ ความต้ังใจ
หรือเจตนาของครู B  ครู A เขียนผลรวมของตัวกําหนดและ
ตอมาก็ไดพูดวาคําถามท้ังสองแสดงดวยอสมการเดียวกัน 
และครู A ก็เขาใจการพิสูจนอสมการ a2 + b2 + c2 – ab – 
bc – ca  0  
 บทสนทนาขางตนอาจจะเขาใจยาก ถาจะใหงายขึ้น
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